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Jus tritt bei den wissenschaftlichen und technischen Rechnern 
in den letzten Jahrzehnten eine immer stärkere Tendenz zur An- 
wendung von Rechentafeln und Rechenmaschinen und damit zu- 
sammenhängend eine geringere Anwendung von Logarithmen deutlich 
hervor. Da jedoch eine große Menge der besten Tafelwerke nicht 
die Funktionswerte selbst sondern ihre Logarithmen gibt, muß 
die erwähnte Tendenz notwendiger Weise die Herausgabe von 
Tafeln der Funktionswerte selbst hervorrufen. Die vorliegende 
Tafel ist als ein Glied dieser Bestrebungen aufzufassen. Unter den für 
den wissenschaftlichen Rechner wichtigsten Funktionen nehmen die 
Cosinus- und Sinus-Funktionen eine hervorragende Stelle ein, und 
um eine vollkommene rechnerische Verwertung dieser Funktionen 
zu erzielen, genügt es keineswegs die Argumente auf die reellen 
Zahlen zu beschränken. 

Vorliegende Tafel ist deshalb auch auf rein imaginäre Argu- 
mente ausgedehnt. Diese Erweiterung bringt zwar die Un- 
bequemlichkeit mit sich, daß die Tafel, um vollständig zu sein, bis 
zum Unendlichen ausgedehnt werden müßte. Die Unmöglichkeit 
diese Forderung zu erfüllen, fuhrt zur Notwendigkeit einen Punkt 
zu fixieren, wo die Tafel aufhören soll. Derselbe ist hier so ge- 
wählt, daß die beiden Funktionen von diesem Punkte aus und für 
noch größere Argumente einander gleich sind und mit einer dritten 
Funktion, der Exponentialfunktion, verschmelzen. 

Wenn man bei der hier gewählten Genauigkeit (5V2 ZiflTern) 
stehen bleibt, kann man bei ^ = 8 aufhören. Seite 8, 9, 10 und 44 
habe ich einen frei gebliebenen Raum dazu benutzt, die Funktion e ^' 
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mit derselben Genauigkeit für die Werte von ^ = 8 bis ^ = 9.8 zu 
geben. Es ist wohl überflüssig zu bemerken, daß die Exponential- 
funktion für kleinere Argumente auch durch die Summen resp. 
Differenzen zweier Tafelwerte bestimmt ist, nämlich durch die Formeln 

e''' = cos i ^ + y sin i ^ 
e~~^ = cos \ xfj — 4- sin i ^ 

Die vorliegende Tafel ist für eine größere von mir in An- 
griff" genommene, etwa 5-stellige Genauigkeit fordernde Rechen- 
arbeit (das Dreikörperproblem betreffend) nötig, und hierdurch 
ist auch die Stellenanzahl der Tafel bestimmt worden, wenigstens 
was den Teil mit rein imaginären Argumenten betrifft. Dem Teil 
mit reellen Argumenten habe ich noch eine Stelle hinzugefügt, 
und zwar weil es möglich war, auf den kleinen Raum von kaum 
sieben Seiten eine 6V2- stellige Tafel zusammenzudrängen, 
worin noch (unter Bezugnahme nur auf die ersten Differenzen) 
interpoliert werden kann. Wenn man sich erinnert, daß z. B, die 
Jordansche Ausgabe des „Opus Palatinum"*) mit nur 7-stelliger Ge- 
nauigkeit 270 Seiten in Anspruch nimmt, scheint mir diese kon- 
densierte Tafel einiges Interesse darzubieten. 

Unter den vielfachen Tabulierungen der Cosinus- und Sinus- 
Funktionen für reelle Argumente gibt es meines Wissens keine, 
welche als Argument die Reihe der natürlichen Zahlen gewählt 
hat, wenigstens keine mit nur der ersten Differenz interpolierbare. 

Die Erklärung hierzu ist wohl darin zu suchen, daß, wenn 
man die Argument -Einheit im rationalen Verhältnis zur Peripherie 
annimmt, also z. B. den Grad oder den Quadranten als Einheit 
wählt, die beiden Funktionen sich mit derselben Tafel tabulieren 
lassen. Auf diese Bequemlichkeit muß man zwar verzichten, wenn 
man die natürlichen Zahlen als Argument haben will, aber es gibt 
doch viele Gelegenheiten, wo eine Tafel wie die vorliegende 
nützlich sein kann, und da mir eben bei der oben erwähnten 



*) Opus Palatinum. Sinus- und Cosinus - Tafeln von KV' zu 10". Henus- 
gegeben von Dr. W. Jordan. Hannover und Leipzig 1897. ZTO-f-VÜ Seiten. 
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Rechenarbeit eine solche Tafel fast ganz unentbehrlich war, habe 
ich ihre Herausgabe unternommen. 

Eine kleine Verbesserung, die wohl künftig auch den Weg in 
andere Tafeln finden wird, erscheint hier meines Wissens zum 
ersten Male. Die Verbesserung betrifft die Abrundung und treibt 
die Genauigkeit, welche bei einer vorausgewählten Stellenanzahl 
erreicht werden kann, etwas weiter als es mit dem gewöhnlichen 
Abrundungsprinzip möglich ist. Die letzte Stelle tritt in der Tafel 
entweder mit oder ohne einen hinzugefugten Punkt auf. Der 
Punkt zeigt an, daß die folgenden Stellen einen Wert zwischen 
0.25 und 0.75 der Einheit der letzten Tafelstelle haben. Was 
unter 0.25 liegt, wird weggelassen und was über 0.75 ist, gibt zur 
Erhöhung der letzten Tafelstelle Anlaß. Mit dem Punkte wird 
gerechnet wie mit der Ziffer 5 der ersten weggelassenen 
Tafelstelle. Ohne Vergrößerung des Umfanges einer Tafel wird 
hierdurch eine „halbe Stelle" gewonnen. 

Die Einfuhrung dieser Verbesserung verdanke ich Herrn 
Professor T. N. Thiele. Man muß sich darüber wundem, daß 
diese einfache Verbesserung nicht allgemein in Tafeln an- 
gewandt wird, umsomehr als etwas ähnliches (aber nicht 
ebenso gutes) mehrmals versucht worden ist. Der Schrönsche 
„Strich"*) ist z. B. bei den Rechnungen ziemlich schwierig zu be- 
rücksichtigen, wogegen man mit dem (0.5 bedeutenden) hier be- 
nutzten Punkte leicht und mit minimalem Mehraufwand von Arbeit 
rechnet. Unter den zahlreichen Rechnern, die in den verflossenen 
Jahren das wissenschaftliche Rechnen bei Herrn Prof. Thiele ge- 
lernt haben, gibt es mit einer einzigen Ausnahme niemand, der 
nicht dasselbe Wohlbehagen wie ich bei dem Rechnen mit dem 
Punkt fühlt. 



*) Dr. Ludwig Schrön: Siebenstellige Logarithmen. 14. Stereotyp- Ausgabe. 
Braunschweig 1875. Vorrede Seite m, Zeile 13. 

Dasselbe Abrundungsprinzip wie bei Schrön ist auch in den großen acht- 
stelligen Logarithmentafeln des französischen Generalstabs angewendet. Der Punkt 
nach der letzten Tafelstelle bedeutet also dort -7-0.25, wogegen zu allen nicht mit 
den Punkten versehenen Tafelstdlen der Addent 0.25 hinzuzufügen ist. 
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Da ich die Tafel in so gedrängter Form wie möglich zu haben 
wünschte, jedoch ohne die Interpolation mit der ersten Differenz 
unmöglich zu machen, wird diese erste Differenz ziemlich groß; die 
letzte Kolumne jeder Seite gibt unter der Überschrift A (siehe Tafel) 
den Mittelwert der Differenzen der betreffenden Zeile an, und es 
empfiehlt sich bei der Interpolation spezielle Rechentafeln zu be- 
nutzen. Um jedoch immer das Nötige bei der Hand zu haben, 
werden die 18 letzten Seiten dazu benutzt, eine kleine, „ein mal 
3-stellige" Rechentafel zu geben, welche, soviel ich weiß, noch nicht 
in der Tafelliteratur erschienen ist. Es empfiehlt sich, diesen 
Teil getrennt von der Tafel selbst zu halten und nicht z. B. mit 
der Tafel einbinden zu lassen. 
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JLIuring the last few decades there has been an increasing 
use by scientific and technical Computers of the arithmometer 
or of tables of natural functions in preference to logarithms. As 
a great many of the best tables only give the logarithm of the 
function, this tendency will lead in time to the publication of 
tables containing the values of the function itself. The present 
tables should be looked upon as forming a contribution to this end. 
Among the functions which are of the greatest Service to the 
scientific Computer the Cosine and Sine occupy an important 
place, and in order to exhaust the advantages of these functions 
as an aid to numerical computation, it is by no means sufficient 
to confine the series of arguments to real numbers. 

The present tables have therefore been extended to imaginary 
arguments, in other words to hyperbolic cosines and sines. This 
extension is not without a certain drawback, because the tables, 
in order to be complete, would strictly have to be continued 
ad infinitum. The impossibility of such a plan leads of necessity 
to the choice of a limiting value of the argument. In our case 
this has been determined by the consideration that the argument 
shall be so large that the hyperbolic cosine and sine shall be 
equal to one another, within the limit of accuracy adopted in 
the table, and equal to V2^^- 

If, as in our case, an accuracy corresponding to 5 V2 figures is 
aimed at, we can stop at ^ == 8. Page 8, 9, 1 and 44. I have used an un- 
occupied space for giving the values of the function e^ with thesame 
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accuracy for the arguments from ^ = 8 to ^ = 9.8. It is obvious 
that the Exponential Function for smaller arguments abo can be 
determined as the sum or difference of two of the tabular values, 
by means of the formulae 

e'^ = cos i ^ + i sin i ^ 

e"^ = cos i ^ — 4- sin i ^. 
The present tables owe their existence to an extensive 
piece of work conceming the Problem of the Three Bodies with 
which I have been occupied, and which requires an accuracy of 
about 5 figures. The number of places of decimals to which the 
tables were to go was determined by the requirements of this 
piece of astronomical work — at least this was so in the tables 
of fimctions of imaginary arguments. One more figure was added 
to the tables with real arguments, principally because it was 
found possible in the small space of less than seven pages to 
comprise the whole of a öVQ'fi&^^'cd table, which allows Inter- 
polation with only first differences. Whcn it is considered, that 
Jordan*s edition*) of "Opus Palatinum" for instance, which only gives 
seven figures, occupies 270 pages, I venture to think that my 
abbreviated tables present some interest. 



Among the numerous tables of Cosines and Sines with real 
arguments it is stränge that there is not one, based on natural 
arguments, or radians. 

The explanation probably is, that if the unit of argument 
is such, that its ratio to the circumference is rational, for 
instance if the degree or the quadrant is the unit, the value 
of both functions are given by one and the same table. If natural 
arguments are used, it is necessary to give up this convenience; 
yet there are many occasions where a table like the present 
one may prove useful, and as, in the course of my calculations. 



*) Opus Palatinum. Sinus- und Cosinus-Tafeln von 10" zu 10". Heraus- 
gegeben von Dr. W. Jordan. Hannover und Leipzig 1897. 2704" VII pages. 
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I found a table of this kind almost indispensable, I decided to 
publish one. 

A small improvement — which may in future find its way 
into other tables — is in the present case applied for the first 
time, as far as I know. The improvement is in respect of the ad- 
justment of the last decimal and leads to a somewhat greater 
accuracy than could be obtained by an ordinary table with the 
same number of figures. The last figure retained presents itself 
either with or without a "point". The point means that the 
residue is comprised within 0.25 and 0.75 units of the last place. 
Fractions below 0.25 have been rejected and fractions above 0.75 
have caused the last decimal place to be increased. The point 
is exactly equivalent to the figure 5 in the first place of the 
rejected decimals, and the effect is that, as it were ''half a decimal" 
more is obtained without increasing the volume of the table. 

This improvement is due to Professor T. N. Thiele. It is 
Strange that this simple artifice has not been introduced before 
in tables, although similar suggestions — although not equally 
good ones — have several times been made. For instance, 
Schrön's "dash"*) is rather difficult to take into account in the 
calculation, while our "point" (written for 0.5) enters into the 
calculation with hardly any additional trouble. Among the many 
men who, in the course of years, have had their training in scientific 
calculation from Prof. Thiele it would probably not be esay to 
find even one who does not feel it perfectly easy to take the point 
into account. 



The last column on each page gives under the heading A the 
mean value of the diflferences in the corresponding line. It would 



*) Dr.; Ludwig Schrön: Siebenstellige Logarithmen. 14. Stereot3rp-Ausgabe, 
Braunschweig 1875. Vorrede page III, line 13. 

The same adjustment of the last decimal is also applied in the great 8-figured 
table of the French General Stau. The '*point" there denotes — 0.25, while it is to 
be understood, that 0.25 should be added to all figure without the ^point". 
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have made the table too bulky to have given complete tables of 
proportional parts, and it will therefore be convenient to use 
auxiliary tables for the interpolation. In order to have all the 
material at hand, the last 18 pages have been devoted to a one- 
by-three figured table of products, which has not yet, as far as 
I know, been given elsewhere. 

It is recommended that this part of the table be kept apart 
from the rest, and bound separately. 
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Oepuis une vingtaine d'ann^es on trouve, chez les calculateurs, 
hommes de science ou techniciens, une tendance ä substituer aux 
logarithmes Tusage des machines ä calcul et des tables pr^paröes 
specialem ent en vue des applications: cependant, parmi les 
meilleures de ces tables, un grand nombre ne donnent pas les 
valeurs des fonctions elles-m€mes, mais bien Celles ' de leurs 
logarithmes, tandis que, pour satisfaire au courant que nous venons 
de signaler, il faut n^cessairement songer ä donner naissance ä des 
tables qui contiendront les valeurs m^mes des fonctions. 

C'est pour contribuer ä la satisfaction de ce besoin que noui 
donnons la präsente Table. 

Parmi les fonctions essentielles, pour le calculateur scientifique, 
les Cosinus et sinus jouent un role fondamental mais, si Ton veut 
en tirer tout le parti possible au point de vue des applications, il 
ne suffit pas de bomer aux nombres röels la valeur de la variable 
ind^pendante dans ces deux fonctions: aussi avons-nous 6tendu 
notre table aux valeurs purement imaginaires de la variable. Sans 
doute, pour 6tre complete, une teile extension exigerait que la 
table fut poursuivie jusqu'ä Tinfini, mais Timpossibilite m^me de 
cette Solution nous oblige ä lui fixer une limite: ce point sera 
determin^ par ce fait que, ä partir de cette valeur et pour les 
valeurs sup^rieures de la variable independante, les deux fonctions 
deviennent identiques et coincident avec une m^me troisi^e, ä 
savoir la moiti^ de la fonction exponentielle — avec Tapproximation 
adopt^e, bien entendu. 

En bomant Texactitude ä la moitie du sixi&me chiiTre 
caract^ristique, on peut s'arr^ter ainsi ä ^ = 8; et, en disposant 
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convenablement de Tespace libre dans les p. 8, 9, 10 et 44 nous avons 
pu donner les valeurs de la fonction e ^, avec la m^me exactitude, 
entre ^ = 8 et ^ = 9,8. 11 est i peine besoin de dire que, pour 
des valeurs plus petites de la variable ind6pendante, la fonction 
exponentielle peut etre obtenue, ä Taide de la table, en appliquant 
les deux formules 

e ^ = cos i ^ + j sin i ^ 

e ~^ = cos i tp — j sin i ^ 

Cette table fut cr^ee dis Torigine de recherches numöriques, 
con^emant le probleme des trois corps, et qui necessitaient environ 
cinq chiffres exacts: c'est ainsi, en tout cas, que fut fix6 le 
nombre des decimales dans la partie qui renferme les valeurs 
purement imaginaires de la variable independante. Pour la partie 
cpnsacree ä la variable reelle, nous avons cm devoir ajouter encore 
une decimale parce que, dans Tespace tres limite de sept pages, 
pn peut trouver place pour concentrer une table exacte ä moins 
de la moitie du septi&me chifTre, et dans laquelle on peut encore 
interpoler, en se bomant ä la difßrence premiire. On trouvera 
peut-6tre que notre table, si r^duite, präsente un certain int^rdt, 
si Ton veut bien se rappeler, par exemple, que Tedition de 
M. Jordan*) pour Tancien »opus palatinum«, avec sept chiffres 
decimaux, exige 270 pages. — 

Les tables sont nombreuses pour les fonctions cosinus et 
sinus d'une variable reelle mais, ä notre connaissance, aucune ne 
prend les nombres naturek comme variable independante: en tout 
cas, il n'existe pas de table de ce genre dans laquelle on puisse 
interpoler en appliquant uniquement la difference premiere. 

L'absence de telles tables comporte une explication, et il la 
faut chercher, peut-etre, dans ce fait que les deux fonctions, 
cosinus et sinus, se trouvent dans la meme table si Ton prend 
pour unite de la variable independante une quantite qui soit une 



*) Opus Palatinum. Sinus- und Cosinus -Tafeln von 10" zu 10". Heraus- 
gegeben von Dr. W. Jordan. Hannover und Leipzig 1897. 270 + VII Seiten. 
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raction rationelle de la circonförence, le degre, par exemple, ou 
le quart de la circonförence. Ceitainement, si Ton prend le 
nombre naturel pour variable ind^pendante, il faut renoncer ä un 
pareil avantage et, cependant, une table comme la nötre peut 
^tre tres utile pour de nombreux calculs: l'ayant trouvee 
indispensable dans nos recherches, nous nous proposämes de la 
publier. 

Nous croyons €tre les premiers ä utiliser un petit 
perfectionnement que Ton retrouvera, sans doute, dans des tables 
post^rieures: il s'agit d'arrondir la table par Tusage du point, 
usage dont Tintroduction est due k M, T. N. Thiele et, alors que 
l'on essaya ä diverses reprises des m^thodes d'abreviation 
analogues, mais moins pratiques, il est singulier de constater que 
cette id6e aussi simple n'a pas encore ^te mise ä contribution dans 
les applications. 

Voici comment, par cette methode, etant donnes un certain 
nombre de chiffres caracteristiques, on peut pousser Texactitude 
un peu plus loin que dans la methode ordinaire: 

On trouve souvent, dans la table, un point, contigu ä la 
derniere döcimale: ce point indique que la decimale suivante est 
situee entre 0.25 et 0.75 du demier chiffre inscrit. Ainsi, les 
restes inferieures ä 0.25 sont supprimes, tandis que le demier 
chiffre est majore d'une unite si le reste d^passe 0.75; la pr^sence 
de ce point vous informe donc qu'il faut calculer comme si le 
chiffre supprime etait un 5 et, sans augmenter les dimensions de 
la table, cette methode foumit une »demi-d^cimale« de plus. 

Dans la grande Table de TEtat-Major General de France: 
Service geographique de Tarmee; Table de Logarithmes ä huit 
decimales — Paris, 1891 — une petite barre apres le demier chiffre 
indique qu'il faut retrancher 0.25: il faut ajouter cette m6me 
quantite ä tous les chiffres non munis de ce trait.*) Mais ce 



*) On trouve la mSme methode, avec une autre ex6cutioo tjpographique, dans 
la Table de M. Schrön: 

Dr. Ludwig Schrön: Siebenstellige Logarithmen. 14. Stereotyp -Ausgabe. 
Braunschweig 1875. Vorrede page III, ligne 13. 
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procöd^ ne parait pas le plus pratique, et Ton calcule» presque 
Sans augmenter le travaili en utilisant le point egal k 0.5: au reste, 
paitni les nombreux calculateurs qui, aupris de M. Thiele, se sont 
exerc6s ä Tart du calcul, tous — sauf un seul, peut-Ätre — ont 
reconnu les facultas apport^ par le susdit point. 

Nous avons souhait^ donner une table sous une forme aussi 
condens^e que possible sans, pour cela, rendre impossible 
Vinterpolation par le recours aux difft^rences premiöres: mais, alors, 
ces difS^rences de premier ordre sont assez grandes; ä chaque 
p2^e, sous le signe a, la demiöre colonne donne la moyenne des 
diiförences de la ligne correspondante. 

Dans les calculs necessitös par les interpolations, il est 
pr^cieux de recourir ä des tables de multiplication particulieres, 
comme les Tables de calcul de M. A. L. Grelle, ou les Tables 
plus compendieuses de M. Zimmermann. Or, pour que le 
calculateur trouve toujours k sa disposition une teile assistance 
nous avons donnö dans les 18 demieres pages, sous forme de 
Table, les produits des nombres de trois chifires par ceux d'un 
Chiffre, et il est ä reconunander, pour faciliter les manipulations, 
de tenir distinctes la table principale et cette table auxiliaire — 
qu'elles soient reli^es, ou broch^es, s^ar^ment. 
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3896 
487-0 

584*4 



681-8 
■2 
r6-6 



390-0 
4875 

P^ 
682-5 
780-0 
877-5 



488X) 
585*6 



301-6 
489*5 
587-4 



3920 



683-2 
780-8 
878*4 



6830 
781-6 

879-3 



684-6 
•2 



685-3 
■2 
in 



686-0 
•o 
•0 



981 



984 I 985 



987 



990 



98-0 
i960 
294*0 



196-2 
294*3 



8-2 



196-4 
294-6 



.$1 

294-9 



196-8 
295-2 



985 

1970 

295'5 



986 
1972 
2958 



987 
197*4 
296-1 



98-8 
1976 
296-4 



98-0 
197-8 
2967 



)'0 

198-0 
297*0 



4 
5 



392-0 



392-4 
49?| 



686-0 



686- 



392-8 
401-0 
589*2 



g. 



393*2 

sM 

688-1 

:86;4 



393*6 
492*0 

590-4 
688-8 

m 



394-0 
492-5 

_59ro 
886-5 



394*4 
493-0 
591-6 



394-8 
493-5 
5922 



395-2 
494-0 
592-8 



395*6 
494*5 
5934 



690-2 
788-8 
8874 



691-6 

;4 



692*3 
791-2 
890-1 



396-0 
4950 
594*0 
6930 
^92-0 

vo 



7 
8 
9 



990 



991 



198-0 
2970 



396*0 
4950 
5940 



198-2 
2973 
396-4" 
495*5 
594-6 



198*4 
297-0 



6930 
792-0 
891-0 



6937 
7928 
891-9 



3968 
4960 
5 95'2 
694-4 



994 



995 



997 



999 



1000 



2979 



1988 
2982 



99*5 
i9P*o 
2985 



99-6 

I9Q'2 

298-8 



997 
199*4 
2991 



397*2 
496-5 
5951 
695-1 
;94-4 
07 



397*6 
4970 
596*4 
695*8 

:95;2 



398-0 

4975 
5^:0 

696-5 
96-0 

S-5 



398-4 
498-0 

697-2 

g?5 



398-8 
4985 
5982 



99*8 
199-6 
299V4 

3992 



99*1 
199-1 

2997 



697-0 



6986 



399*6 
499-5 
599*4 



1000 
2000 
300-0 



4000 
5000 
600*0 



699*3 



ro 
ro 
900-0 



VERLAG VON GEORG REIMER BERLIN W. 35. 



A. L. Crelles Rechentafeln, 

welches alles Multiplizieren und Dhldleren mit Zahlen nnter Tausend gani ei> 
sparen, bei größeren Zahlen aber die Rechnung erleichtern und sicherer machen» 

Mit einem Vorwort von C. Bremiken 

Neunte Stereotyp ausgäbe. Preis gebunden M. IB. — . 



H. Grravelius 

Fünfstellige logarithmisch- trigonometrische Tafeln 
für die Dezimalteilimg des Quadranten, 

mit ausführlichen Tafelu zum Übergang von der neuen Teilung des Quadranten in 
die alte und umgekehrt« Nebst vierstelligen Tafeln der Zahlenwerte der trigono- 
metrischen Funktionen sowie gewöhnlichen Logarithmentafeln und Quadrattafeln. 

Mit einem Vorwort von Prof. Dr. Wilhelm Förster. 

Preis gebunden M. 6. — . 



Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik. 

Begründet von C. Ohrtmann. Herausgegeben von Emil Lampe. 

Jährlich erscheint ein Band von 3 Heften zu verschiedenen Preisen. 
^-^^— Bis jetzt enelileneii 85 Binde. ^— i— - 



Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik. 

Gegründet von A. I. Crelle 1826. 

Herausgegeben unter Mitwirkung der Herren 

Frobenius, Hettner, Knoblauch, Lampe, Schottky und Schwarz 

von K. Hensel. 

Jährlich erscheinen zirka 6 Hefte. — 4 Hefte bilden einen Band. Preis pro Band M. 12.—, 
^-^^— Big Jetzt ergchienen 182 : 




